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Disequazioni 
 In questo capitolo verranno richiamate le regole fondamentali per la risoluzione 
delle disequazioni, la cui conoscenza è indispensabile  per affrontare lo studio della 
Matematica e delle sue applicazioni. Saranno privilegiate tecniche risolutive di tipo 
grafico, quindi si consiglia la lettura del capitolo 5 prima di affrontare li studio delle 
disequazioni. 
 
 
 
7.1 Disequazioni del tipo  f(x) ≥  0. 
 
 Sia assegnata una disequazione del tipo: 
(7.1)  f(x) ≥ 0 
 con  f funzione di variabile reale, a valori reali, cioè: 
    
e si suppongano noti, nel piano cartesiano xy, il grafico della funzione e le 
ascisse dei punti di intersezione di esso con l’asse delle x. Ad esempio il grafico sia 
quello della fig. 7.1, in cui le ascisse dei punti di intersezione con l’asse x sono 
indicate con . 
 Allora la soluzione di (7.1) è costituita dall’unione degli intervalli reali 
contenenti le ascisse in corrispondenza alle quali i punti del grafico hanno ordinata 
maggiore o uguale a zero, cioè giacciono, nel sistema di riferimento cartesiano, 
sopra l’asse delle ascisse. Quindi, se la funzione che compare in (7.1) ha il grafico 
riportato nella fig. 7.1, e si conoscono i valori delle ascisse , la soluzione 
di (7.1) in questo caso, è costituita dai valori di x che verificano: 
    . 
 La via grafica per la risoluzione di disequazioni del tipo (7.1) è ovviamente 
opportuna solo qualora sia noto, o facilmente deducibile,  il grafico della funzione f 
(il che non sempre accade): ad esempio lo è nel caso di funzioni lineari (il cui 
grafico è una retta), oppure nel caso di funzioni quadratiche (polinomiali di secondo 
grado, il cui grafico è una parabola) oppure se sono coinvolte funzioni logaritmiche 
o esponenziali o circolari (seno, coseno, tangente...). 
 
fig. 7.1  
 
 
 
7.2 Disequazioni lineari 
 
 Si dicono lineari o di primo grado le disequazioni nell’incognita x del tipo: 
(7.2)  mx + q > 0   con  m, q ∈  e m ≠0 1 
o riconducibili a tale forma, in cui quindi il massimo grado con cui la variabile x 
compare è uguale a uno. 
 La (7.2) può essere risolta graficamente nel modo seguente: si rappresenta nel 
piano cartesiano la retta r di equazione y = mx + q e si determina l’ascissa 
dell’eventuale punto di intersezione tra r e l’asse x, risolvendo il sistema lineare (si 
veda, a questo proposito, il paragrafo 5.3): 
    
nel modo seguente: col metodo del confronto si ottiene l’equazione: 
    
la cui soluzione è: 
                                                            
1 Al posto del “>“, può comparire uno dei seguenti simboli di disuguaglianza: “<“, 
“≥“, “≤“. 
 
 
    
ascissa del punto in cui r e l’asse x si incontrano. A questo punto, la soluzione di 
(7.2) è costituita dalle ascisse del punti del grafico di r che giacciono sopra all’asse 
x, cioè che hanno ordinata positiva. Ciò significa che, per risolvere (7.2), si studia 
graficamente il sistema: 
    
 In pratica si distinguono due casi. 
 
 1° caso Se m > 0, r forma un angolo acuto col semiasse positivo delle ascisse e 
quindi il grafico di r è del tipo di quello in fig. 7.2. 
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fig. 7.2 
In questo caso la soluzione è costituita dagli x reali che verificano: 
   . 
 
 2° caso Se m < 0, r forma un angolo ottuso col semiasse positivo delle ascisse e 
quindi il grafico di r è del tipo di quello in fig. 7.3. 
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fig. 7.3 
In questo caso la soluzione è costituita dagli x reali che verificano: 
   . 
 
Esempio 7.1 
 Si consideri la disequazione: 
    2 x -5 > 0. 
 Per  risolverla, si disegna la retta di equazione y = 2 x -5 nel piano cartesiano xy, 
come mostra la fig. 7.3, che interseca l’asse delle ascisse nel punto di coordinate 
 e si considerano le ascisse dei punti delle retta con ordinata positiva: quindi la 
soluzione è l’insieme delle x che verificano: 
   . 
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Esempio 7.2 
 Si consideri la disequazione: 
    2 + 5 x > 0. 
 Per  risolverla, si disegna la retta di equazione y = 5 x +2 nel piano cartesiano xy, 
come mostra la fig. 7.4, che interseca l’asse delle ascisse nel punto di coordinate 
 e si considerano le ascisse dei punti della retta con ordinata positiva: quindi 
la soluzione è l’insieme delle x che verificano: 
   . 
 
 Se nella (7.2) al posto del “>“ compare il “<“, le ascisse soluzione, sono quelle 
dei punti della retta  y = mx + q con ordinata minore di zero. 
 
Esempio 7.3 
 Si consideri la disequazione: 
    1 +  x < 0. 
 Per  risolverla, si disegna la retta di equazione y = x +1 nel piano cartesiano xy  
(come mostra la fig. 7.5) che interseca l’asse delle ascisse nel punto di coordinate 
 e si considerano le ascisse dei punti delle retta con ordinata negativa: quindi 
la soluzione è l’insieme delle x che verificano: 
   . 
 
 Se nella (7.2) al posto del “>“ o del  “<“ compaiono il “≤“ o il “≥“ , anche 
l’ascissa del punto di intersezione della retta y = mx + q con l’asse x, è soluzione 
della disequazione. 
 
Esempio 7.4 
 Si consideri la disequazione: 
    2 - x ≤ 0. 
 Si disegna la retta di equazione y = -x +2 nel piano cartesiano xy (come mostra la 
fig. 7.6) che interseca l’asse delle ascisse nel punto di coordinate  e si 
considerano le ascisse dei punti delle retta con ordinata negativa o nulla: quindi la 
soluzione è l’insieme delle x che verificano: 
   . 
 
 
 
7.3 Disequazioni quadratiche 
 
 Si dicono quadratiche o di secondo grado le disequazioni nell’incognita x del 
tipo: 
(7.3)   2 
                                                            
2 Al posto del “>“, può comparire uno dei seguenti simboli di disuguaglianza: “<“, 
“≥“, “≤“. 
 
o riconducibili a tale forma, in cui quindi il massimo grado con cui la variabile x 
compare è uguale a due. 
 La (7.3) può essere risolta graficamente nel modo seguente: si rappresenta nel 
piano cartesiano la parabola ℘ di equazione  (si veda il paragrafo 
5.4) e si considerano le ascisse dei punti di ℘ che hanno ordinata positiva, cioè si 
risolve il sistema: 
   . 
 Per quanto riguarda il grafico di ℘ si distinguono i seguenti sei casi individuati 
dai segni del discriminante Δ e del coefficiente a del trinomio . 
 
 1° caso: Δ > 0 e a > 0. 
 Essendo  Δ > 0, l’equazione 
(7.4)   
ha due soluzioni reali distinte  e quindi la parabola ℘ interseca l’asse x in due 
punti distinti di coordinate ; essendo poi a > 0, la parabola volge la 
concavità verso l’alto, quindi il grafico di ℘ è quello in fig. 7.7. 
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   fig. 7.7     fig. 7.8 
  
 Quindi le x reali soluzioni di (7.3) sono le seguenti: 
   . 
 
 2° caso: Δ > 0 e a < 0. 
 Essendo  Δ > 0, l’equazione (7.4) ha due soluzioni reali distinte  e quindi la 
parabola ℘ interseca l’asse x in due punti distinti di coordinate ; 
essendo poi a < 0, la parabola volge la concavità verso il basso, quindi il grafico di 
℘ è quello in fig. 7.8. 
      Quindi le x reali soluzioni di (7.3) sono le seguenti: 
   . 
 
 3° caso: Δ = 0 e a > 0. 
 Essendo  Δ = 0, l’equazione (7.4) ha due soluzioni reali coincidenti  : la 
parabola ℘ interseca pertanto l’asse x in due punti coincidenti, ossia risulta tangente 
all’asse delle ascisse e il punto di tangenza ha coordinate ; essendo poi a > 0, 
la parabola volge la concavità verso l’alto, quindi il grafico di ℘ è quello in fig. 7.9. 
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 Quindi le x reali soluzioni di (7.3) sono le seguenti: 
   . 
 
 4° caso: Δ = 0 e a < 0. 
Essendo  Δ = 0, l’equazione (7.4) ha due soluzioni reali coincidenti  : la 
parabola ℘ risulta pertanto tangente all’asse delle ascisse e il punto di tangenza ha 
coordinate , come nel 3° caso; essendo poi a < 0, la parabola volge la 
concavità verso il basso, quindi il grafico di ℘ è quello in fig. 7.10. 
 Poiché, come mostra la fig. 7.10, nessun punto della parabola ha ordinata 
positiva, non esistono x reali che soddisfano la (7.3), che risulta impossibile. 
 
5° caso: Δ < 0 e a > 0. 
 Essendo  Δ < 0, l’equazione (7.4) non ha soluzioni reali: la parabola ℘ non 
interseca l’asse delle ascisse in alcun punto; essendo poi a > 0, la parabola volge la 
concavità verso l’alto, quindi il grafico di ℘ giace sopra l’asse delle ascisse, come 
mostra la fig. 7.11. 
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   fig. 7.11     fig. 7.12 
  
 Poiché, come mostra la fig. 7.11, ogni punto della parabola ha ordinata positiva, 
ogni x reale è soluzione di (7.3), ossia la (7.3) è verificata . 
 
 6° caso: Δ < 0 e a < 0. 
 Essendo  Δ < 0, l’equazione (7.4) non ha soluzioni reali, come nel caso 
precedente: la parabola ℘ non interseca l’asse delle ascisse in alcun punto; essendo 
poi a < 0, la parabola volge la concavità verso il basso, quindi il grafico di ℘ giace 
sotto l’asse delle ascisse, come mostra la fig. 7.12. 
 Poiché nessun punto della parabola ha ordinata positiva, non esistono x reali che 
soddisfano la (7.3), che risulta impossibile. 
 
Esempio 7.5 
 Si consideri la disequazione: 
   . 
 La parabola di equazione  ha la concavità rivolta verso l’alto 
poiché a = 4 > 0 e risulta tangente all’asse x nel suo vertice di coordinate  
visto che , cioè Δ= 0 (quindi si verifica il 3° caso 
precedentemente trattato). Pertanto le soluzioni della disequazione assegnata sono 
quei valori reali di x in corrispondenza ai quali la y è positiva, cioè: 
   . 
 
Esempio 7.6 
 Si consideri la disequazione: 
   . 
 La parabola di equazione  ha la concavità rivolta verso l’alto, 
poiché a = 1 > 0, ed essendo Δ= -12< 0, non interseca l’asse x: giace pertanto sopra 
l’asse delle ascisse (quindi si verifica il 5° caso precedentemente trattato). L’insieme 
delle soluzioni della disequazione assegnata è . 
 
Esempio 7.7 
 E’ assegnata la disequazione: 
   . 
 La parabola di equazione  ha la concavità rivolta verso il basso, 
poiché a = -1 < 0, ed essendo , si deduce che Δ > 0, 
perciò si hanno due punti di intersezione con l’asse x, e che le ascisse di questi sono 
1 e 2 (quindi si verifica il 2° caso precedentemente trattato). Le soluzioni della 
disequazione considerata sono pertanto i seguenti valori reali di x: 
   1 < x < 2. 
 
 Se nella (7.3) al posto del “>“ compare il “<“, le ascisse soluzione, sono quelle 
dei punti della parabola  con ordinata minore di zero. 
 
Esempio 7.8 
 Si consideri la disequazione: 
   . 
 La parabola di equazione  ha la concavità rivolta verso il basso, 
poiché a = -1 < 0, ed essendo , si deduce che Δ > 0, perciò si 
hanno due punti di intersezione con l’asse x, e che le ascisse di questi sono 0 (la 
parabola passa per l’origine, come si può dedurre immediatamente osservando che il 
termine noto c nell’equazione è nullo). Le soluzioni della disequazione considerata 
sono pertanto i valori reali di x relativi ai punti della parabola con ordinata negativa, 
cioè: 
   x < 0 oppure x > 6. 
 
 Se nella (7.3) al posto del “>“ o del  “<“ compaiono il “≤“ o il “≥“ , anche 
l’ascissa degli eventuali punti di intersezione tra la parabola  e l’asse 
x, risultano soluzioni della disequazione. 
Esempio 7.9 
 Si consideri la disequazione: 
   0154 2 ≥+− xx . 
 La parabola di equazione  ha la concavità rivolta verso l’alto 
poiché a = 4 > 0, ed interseca l’asse x in due punti distinti essendo  Δ = 9 > 0. 
Utilizzando poi la formula risolutiva per le equazioni di secondo grado, si ottengono 
le ascisse dei suddetti punti: 1 e . Le soluzioni sono allora i seguenti valori di x a 
cui corrispondono punti con ordinata non negativa: 
   . 
Esempio 7.10 
 Si consideri la disequazione: 
   . 
 La parabola di equazione  ha la concavità rivolta verso il basso 
poiché a = -9 < 0, ed essendo il trinomio , il suo 
discriminante Δ si annulla, cioè la parabola è tangente all’asse x nel punto di ascissa 
. Dunque il grafico giace nel piano cartesiano sotto l’asse x, cioè è costituito da 
punti con ordinata negativa, per x ≠ , mentre in corrispondenza a , l’ordinata 
si annulla. Poiché le soluzioni della disequazione assegnata sono le ascisse dei punti 
della parabola relative ad un’ordinata positiva o nulla, l’unico valore di x che 
verifica la disuguaglianza è il seguente: 
   x = .    
Esempio 7.11 
 Si consideri la disequazione: 
   093 2 ≥−− xx . 
 La parabola di equazione 932 −+−= xxy  ha la concavità rivolta verso il basso 
poiché a = -1 < 0, inoltre  Δ = -27 < 0, quindi tutta la parabola giace nel semipiano 
corrispondente alle ordinate negative: si ha allora che nessuna ascissa reale verifica 
la disuguaglianza assegnata (poiché nessun punto ha ordinata positiva o nulla), che 
risulta quindi impossibile. 
 
Pur consigliando il lettore di risolvere ogni disequazione di secondo grado 
0  e  ,,con     0    2 ≠∈
<
>
++ acbacbxax R  utilizzando il grafico della  parabola  
cbxaxy ++= 2 , come indicato negli esempi precedenti, si riassumono nelle 
seguenti tabelle tutti i risultati possibili limitando la trattazione al caso in cui sia 
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disequazione, senza dimenticare di modificare il simbolo di disuguaglianza. Per 
dedurre dalle seguenti tabelle il risultato della disequazione che deve risolvere, il 
lettore deve calcolare il discriminante acb 42 −=Δ  e considerare il simbolo di 
disuguaglianza riferito al trinomio di secondo grado.  
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7.4 Caso del prodotto 
 Consideriamo una disequazione del tipo: 
(7.5)   
e supponiamo noti i grafici delle funzioni f(x) e g(x) e quindi  i segni e le intersezioni 
di queste con l’asse x (per il grafico di f si veda ad esempio la fig. 7.13,  per quello 
di g si faccia riferimento alla fig. 7.14). 
 
             fig. 7.13 
 
 
fig. 7.14 
 
 Il segno del prodotto si deduce applicando la nota regola dei segni per 
la moltiplicazione. A tale scopo si riuniscono i segni delle singole funzioni 
(deducibili dai grafici) in un unico schema, in cui si riportano i punti di intersezione 
con l’asse x delle due funzioni (si vedano le figure 7.13 e 7.14) in ordine crescente: 
    . 
 Poiché dalla fig. 7.13 si ha: 
    
e dalla fig. 7.14 si deduce: 
    
si ottiene lo schema seguente contenente i segni delle singole funzioni e del loro 
prodotto: 
 
                                                                 
 
   f(x)        -        +        +          -          -         + 
 
                   g(x)        +       +         -          -         +         +       
 
 
                -        +         -         +         -          + 
 
  
 Dall’ultima riga dello schema, dedotta con la regola dei segni, si deduce la 
seguente soluzione della (7.5), scegliendo gli intervalli reali in cui il prodotto delle 
due funzioni risulta positivo: 
   . 
 E’ chiaro che, se nella (7.5) compare il simbolo “<“, si ragiona come sopra, però 
si conclude considerando gli intervalli complementari, cioè quelli nei quali il segno 
del prodotto delle due funzioni risulta negativo, quindi le soluzioni diventano: 
   . 
 Se poi, nella (7.5), compaiono i simboli “≥“ o “≤“, si procede come nei casi in 
cui si ha, rispettivamente, il “>“ o il “<“, considerando nel risultato, anche gli zeri 
delle funzioni che costituiscono gli estremi degli intervalli soluzione. 
 Si veda a questo proposito l’esempio seguente. 
 
Esempio 7.12 
 Si consideri la disequazione: 
   . 
 Si ha: 
    
poiché la parabola di equazione  ha la concavità rivolta verso l’alto, 
interseca l’asse delle ascisse nei due punti (-2,0) e (2,0) e quindi è non negativa a 
sinistra di -2 e a destra di 2 (comprendendo tali valori in cui l’ordinata si annulla). 
 Si ha poi: 
    
poiché la parabola di equazione  ha la concavità rivolta verso l’alto, 
interseca l’asse delle ascisse nei due punti (-1,0) e (2,0) e quindi è non negativa a 
sinistra di -1 e a destra di 2 (comprendendo tali valori in cui l’ordinata si annulla). 
 Lo schema che riassume i segni dei singoli fattori e quello del loro prodotto è il 
seguente: 
                                    -2              -1                2 
                  +           -                 -               + 
              
                +           +                 -               + 
                                 
  +           -                 +               + 
 Dallo schema precedente si deduce che il prodotto è positivo per i seguenti valori 
di x, che costituiscono la soluzione della disequazione assegnata: 
   . 
 Il procedimento sopra descritto si può applicare anche al caso di tre o più fattori. 
 
 
7.5 Disequazioni fratte 
 
 Si dice disequazione fratta un’espressione del tipo: 
(7.6)   3 
dove f e g sono due funzioni reali di variabile reale: dunque una disequazione in cui 
l’incognita  x compare al denominatore. 
 Per risolvere la (7.6) (anche nel caso in cui compaia il “≤“) si studiano 
separatamente i segni del numeratore e del denominatore risolvendo le disequazioni  
f(x) ≥ 0 e g(x) > 0 (si noti infatti che mentre lo zero al numeratore comporta uno zero 
per la frazione e quindi la (7.6) risulta soddisfatta, uno zero al denominatore non ha 
significato, poiché non è definita la divisione per zero, quindi di g(x) si studia solo la 
positività). Se invece nella (7.6) compaiono i simboli “>“ o “<“,devono essere 
risolte le disequazioni f(x) > 0 e g(x) > 0. 
 A questo punto, analogamente a come si procede nel caso del prodotto, si utilizza 
uno schema riassuntivo dei segni del numeratore e del denominatore per determinare 
(con la regola dei segni) quello del quoziente: da questo si deduce la soluzione, 
considerando gli intervalli in cui il quoziente è positivo o nullo, negativo o nullo, 
positivo oppure negativo, se in (7.5) compaiono rispettivamente il “≥“, il “≤“, il “>“, 
oppure il “<“. 
 Illustriamo quanto spiegato attraverso gli esempi seguenti. 
Esempio 7.13 
 Si consideri la seguente: 
   . 
 Studiando il segno del numeratore x + 2, si ottiene (utilizzando il grafico della 
retta  y = x + 2 riportato in fig. 7.15): 
   . 
 
                       y                                                                   y 
                                    y = x + 2                                                                  y = x - 3 
 
                                               
 
               -2     O                      x                                         O         3                   x 
                                 fig. 7.15                                                              fig.7.16  
 Studiando il segno del denominatore x - 3, si ottiene (utilizzando il grafico della 
retta  y = x - 3 riportato in fig. 7.16): 
   . 
 Utilizziamo quindi lo schema seguente: 
 
 
 
                                                            
3 Oppure quando al posto del “≥“ compaiono i simboli “ > “, “<“, “≤”. 
                                               -2                       3 
   x + 2               -                +                     + 
 
    x - 3                -                -                      + 
 
                                 +                -                      + 
 
 
 Poiché è richiesto che la frazione sia maggiore o uguale a zero, dal grafico si 
deduce la soluzione seguente, per la disequazione assegnata: 
   . 
 
 
                                          y 
 
 
 
 
                              -2          O                2               x 
 
 
fig. 7.17 
 
 
Esempio 7.14 
 Si consideri la seguente: 
   . 
 
 Studiando il segno del numeratore si ottiene: 
   , 
visto che la parabola di equazione  ha il grafico riportato in fig. 7.17. 
 Inoltre il denominatore è positivo per x > 0, quindi dallo schema seguente: 
 
                                             - 2          0           + 2 
                              +          -             -           + 
 
                          x             -           -            +           + 
 
                              -          +            -            +             
 
si deduce la soluzione: 
   x < - 2     o    0 < x < 2 
(poiché nella disequazione assegnata si richiede che la frazione sia negativa, si 
scelgono gli intervalli, nella terza riga dello schema, col segno negativo). 
 
 
7.6 Sistemi di disequazioni 
 
 Risolvere un sistema di due o più disequazioni, significa determinare le eventuali  
soluzioni comuni a tutte le disequazioni che in esso compaiono, ossia devono essere 
studiate singolarmente le disequazioni del sistema ottenendo per ciascuna l’insieme 
delle soluzioni, dopodiché occorre determinare l’intersezione tra questi: per 
agevolare quest’ultimo passo si consiglia di utilizzare uno schema che rappresenti le 
soluzioni delle singole disuguaglianze, come risulterà chiaro dall’esempio seguente. 
Esempio 7.15 
 Si consideri il seguente sistema: 
   . 
 
 Risolviamo la prima disequazione, utilizzando il grafico della retta  y = x -2, 
riportato in fig. 7.18. 
                                                       y 
                                                                               y = x -2 
  
                                             -   -   -   -   -        +  +   +  +  + 
                                                         O        2                        x 
 
 
fig 7.18 
 
 La retta considerata interseca l’asse delle ascisse nel punto (2,0) e i suoi punti 
con ordinata non negativa, sono quelli con ascissa maggiore o uguale a 2, perciò la 
soluzione della prima disequazione del sistema è: 
   x ≥ 2. 
 Risolviamo ora la seconda disequazione facendo riferimento al grafico della 
parabola , riportato in fig. 7.19. 
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fig. 7.19 
 
 I punti della parabola con ordinata non positiva sono quelli relativi ad x che 
verifica: 
   0 ≤ x ≤ 6. 
 Dunque il sistema assegnato è equivalente al seguente: 
       . 
 Rappresentiamo nello schema seguente le soluzioni delle singole disequazioni 
che compaiono nel sistema sopra, per determinarne l’intersezione: 
 
                                                0      2                  6 
                   x ≥ 2                                             
 
                   0 ≤ x ≤ 6 
 
 
 Dallo schema si deduce che l’intervallo in cui sono soddisfatte entrambe le 
disequazioni del sistema è costituito dai valori di x seguenti: 
   2 ≤ x ≤ 6 
che forniscono la soluzione del sistema assegnato. 
 
 
 
7.7 Disequazioni irrazionali 
 
 Si dicono disequazioni irrazionali disuguaglianze nelle quali l’incognita 
compare sotto il segno di radice, ad esempio le seguenti espressioni: 
   . 
 Le seguenti espressioni, invece, non sono disequazioni irrazionali: 
   . 
 In questo paragrafo si espone la teoria relativa alla risoluzione dei seguenti tre 
tipi di disequazioni irrazionali: 
(7.7)  ; 
(7.8)  ; 
(7.9)   
dove n è un numero intero maggiore di uno e A(x) e B(x) indicano espressioni 
nell’incognita x. 
 Consideriamo disequazioni del tipo (7.7). La radice con indice pari è reale solo 
se il suo radicando è non negativo, quindi si risolve la (7.7) nell’ipotesi: 
(7.10)  B(x) ≥ 0. 
 Inoltre poiché ogni radice reale con indice pari è positiva o nulla, la (7.7) è 
impossibile, cioè non ammette soluzioni, se l’espressione A(x) è negativa o nulla (ad 
esempio - 2 >  è una disuguaglianza falsa), dunque ci limiteremo a considerare i 
valori di x che verificano la seguente: 
(7.11)  A(x) > 0. 
 A questo punto, se valgono le (7.10) e (7.11), la (7.7) ha entrambi i membri 
positivi e quindi, elevandoli all’esponente pari n, si ottiene la disequazione 
equivalente (perché la funzione y = xn  con n pari è crescente per x > 0, si veda a 
questo proposito il paragrafo 6.3): 
(7.12)  [A(x)]n  > B(x). 
 Dunque la disequazione irrazionale (7.7) è equivalente al seguente sistema 
contenente le tre disequazioni (7.10), (7.11), (7.12): 
 
(7.13)   . 
 
 
Esempio 7.16 
 Sia assegnata la disequazione: 
   . 
 Per (7.13) essa risulta equivalente al sistema seguente: 
 
    . 
 
 Risolvendo ciascuna delle disequazioni del sistema sopra si ottiene: 
 
   . 
 Si utilizza ora lo schema seguente per intersecare le soluzioni delle tre 
disequazioni: 
 
                                      -1          1/3          1            3 
   x ≤ 1 ∨ x ≥ 3 
 
  x > -1 
 
  x > 1/3 
 
da cui deduciamo la soluzione della disequazione assegnata: 
   . 
 
 Consideriamo disequazioni del tipo (7.8). La radice con indice pari è reale solo 
se il suo radicando è non negativo, quindi si risolve la (7.8) nell’ipotesi: 
(7.14)  B(x) ≥ 0. 
 Come già osservato sopra, ogni radice reale con indice pari è positiva o nulla, 
dunque la (7.7) può ammettere soluzioni sia nel caso in cui sia A(x) ≥ 0, sia se A(x)< 
0: quindi analizzeremo separatamente tali due casi. 
1° caso: sia A(x) ≥ 0. 
 Poiché, in tale ipotesi e per la (7.14), la (7.8) è una disuguaglianza tra due 
quantità reali e non negative, risulta equivalente a quanto si ottiene elevando 
all’esponente pari n entrambi i suoi membri, cioè alla seguente: 
(7.15)  [A(x)]n  < B(x). 
 Notando poi che, se vale la (7.15), la (7.14) risulta vera, in quanto [A(x)]n  ≥ 0, 
(essendo una potenza con esponente pari), la disequazione assegnata (7.8) risulta 
equivalente al seguente sistema: 
(7.16)   . 
2° caso: sia A(x) < 0. 
 In tale ipotesi e per la (7.14), la (7.8) risulta verificata per qualsiasi valore reale 
di x, quindi è equivalente al seguente sistema: 
(7.17)   . 
 Riassumendo, per risolvere la (7.8) si devono determinare le soluzioni dei 
sistemi (7.16) e (7.17), dopodiché queste devono essere unite, come mostra 
l’esempio seguente. 
 
Esempio 7.17 
 Si consideri la disequazione : 
   . 
 Essa risulta equivalente a quanto segue: 
    
e quindi, risolvendo ogni disequazione dei sistemi sopra: 
    
 Risolvendo poi i singoli sistemi si ottiene: 
   . 
 Dall’unione delle soluzioni dei singoli sistemi, si ottiene la seguente soluzione 
della disequazione assegnata: 
   . 
 
 Consideriamo disequazioni del tipo (7.9). Una radice con indice dispari è sempre 
un numero reale, per qualsiasi segno del radicando e si ha: 
   a < b ⇒ an  < bn 
   a > b ⇒ an  > bn 
visto che la funzione y = xn  con n dispari è crescente, cioè all’aumentare 
dell’ascissa aumenta anche l’ordinata (si veda il paragrafo 6.3). Dunque per 
eliminare il simbolo di radice nella (7.9), basta elevare entrambi i membri della (7.8) 
all’esponente n, ossia: 
   ⇒ [A(x)]n  > B(x) 
   ⇒ [A(x)]n  < B(x). 
 
Esempio 7.18 
 Si consideri la seguente: 
   . 
 Per risolverla basta elevare entrambi i membri al terza potenza cioè: 
   (x - 3)3 < x3 + 3x2 - x - 27 
da cui, dopo alcuni semplici calcoli, si ottiene: 
   - 3x2 + 7x > 0 
la cui soluzione è: 
   0 < x < . 
 Si termina il paragrafo risolvendo una disequazione irrazionale che non rientra in 
nessuno dei casi precedenti, poiché in essa compaiono due radici. 
 
Esempio 7.19 
 Si consideri la seguente: 
   . 
 Per prima cosa conviene riscriverla nel modo seguente: 
(7.18)  . 
 Nelle ipotesi: 
    
entrambe le radici che compaiono nella (7.18) sono reali e quindi non negative, 
avendo indice pari. Elevando pertanto entrambi i membri della (7.18) al quadrato, si 
ottiene la disequazione equivalente: 
   x + 2 > 8 - x. 
 Dunque risolvere la (7.18) significa determinare le soluzioni del seguente 
sistema di disequazioni: 
     
cioè: 
     
la cui soluzione è: 
   3 < x ≤ 8.   
 
 
 
7.8 Disequazioni esponenziali e logaritmiche 
 
 Si dice disequazione esponenziale una disuguaglianza in cui compaiono funzioni 
del tipo ax  con a > 1 o 0 < a < 1. Per risolvere tali disequazioni occorre conoscere le 
proprietà delle funzioni esponenziali e di quelle logaritmiche e quindi i loro grafici 
(si vedano i paragrafi 6.1 e 6.2). Infatti, assegnata la disequazione esponenziale: 
(7.19)   con  a > 1 
applicando in entrambi i membri il logaritmo nella stessa base a > 1, che, come si è 
visto nel paragrafo 6.2, è crescente, si ottiene la disuguaglianza equivalente4: 
(7.20)  f(x) > g(x) 
del tipo di quelle discusse nei paragrafi precedenti. E’ chiaro che se nella (7.19) 
compare il “<“ al posto del “>“, si otterrà, con lo stesso procedimento, la (7.20) col 
“<“. Se invece è assegnata la seguente: 
(7.21)   con  0 < a < 1. 
                                                            
4 Si ricordi l’identità, riportata nel capitolo 3: , che significa che la 
funzione logaritmo in base a è la funzione inversa di quella esponenziale nella stessa 
base. 
per eliminare la funzione esponenziale, occorre applicare la funzione logaritmo nella 
stessa base a compresa tra 0 e 1, che è decrescente, per cui si ottiene: 
(7.22)  f(x) < g(x). 
del tipo di quelle discusse nei paragrafi precedenti. Analogamente a sopra, si noti 
che se nella (7.20) compare il “<“, si otterrà, con lo stesso procedimento, la (7.20) 
col “>“. 
 
Esempio 7.20 
 Si consideri la seguente disequazione esponenziale: 
   . 
 Essendo la base della funzione esponenziale uguale a 2 e quindi maggiore di 1, 
applicando il logaritmo nella stessa base, quindi crescente, ad entrambi i membri (la 
disequazione assegnata è del tipo (7.19)), si ottiene: 
    
e quindi: 
   x2 - 3x > 0 
le cui soluzioni sono i seguenti valori di x: 
   x < 0  oppure x > 3. 
 
Esempio 7.21 
 Si consideri la seguente: 
   . 
 Ponendo t = x3  si ottiene: 
    
le cui soluzioni sono: 
   t ≤ 1  o   t ≥ 2. 
 Quindi, riconsiderando la variabile x: 
   3x  ≤ 1  o  3x  ≥ 2 
da cui: 
    
visto che il logaritmo utilizzato, avendo base maggiore di uno,  è una funzione 
crescente. Perciò si hanno le seguenti soluzioni per la variabile x: 
   . 
 
 Si dice disequazione logaritmica una disuguaglianza in cui compaiono funzioni 
del tipo loga  x con a > 1 o 0 < a < 1. Analogamente a quanto spiegato per le 
disequazioni esponenziali, basta utilizzare le proprietà delle funzioni esponenziali e 
di quelle logaritmiche. Assegnata, ad esempio, la disequazione logaritmica: 
(7.23)   con  a > 1 
prima di tutto si suppone che valgano le seguenti: 
(7.24)   f(x) > 0  e  g(x) > 0 
affinché siano definiti i logaritmi che compaiono nella (7.23)5, poi si applica ad 
entrambi i membri l’esponenziale nella stessa base a > 1, che, come si è visto nel 
paragrafo 6.1, è crescente, ottenendo la disuguaglianza equivalente6: 
(7.25)  f(x) > g(x) 
del tipo di quelle discusse nei paragrafi precedenti. Se poi nella (7.23) compare il 
“<“ al posto del “>“, si otterrà, con lo stesso procedimento, la (7.23) col “<“. 
Dunque la (7.23) è equivalente al seguente sistema di disequazioni: 
   . 
 Se invece è assegnata la seguente: 
(7.26)   con  0 < a < 1. 
nelle ipotesi (7.24), per eliminare la funzione logaritmo nella (7.26), occorre 
applicare ad entrambi i suoi membri, la funzione esponenziale nella stessa base a 
compresa tra 0 e 1, che è decrescente, per cui si ottiene: 
(7.27)  f(x) < g(x). 
del tipo di quelle discusse nei paragrafi precedenti. Analogamente a sopra, si noti 
che se nella (7.26) compare il “<“, si otterrà, con lo stesso procedimento, la (7.27) 
col “>“.Dunque la (7.26) è equivalente al seguente sistema di disequazioni: 
   . 
 
Esempio 7.22 
 Si consideri la seguente: 
   . 
Applicando l’esponenziale in base e ad entrambi i membri, e supponendo positivo 
l’argomento del logaritmo, si ottiene: 
    . 
 Quindi la soluzione della disequazione assegnata è: 
                                                            
5 Il dominio naturale della  funzione logaritmo è . Nella trattazione delle 
disequazioni esponenziali non sono state considerate condizioni analoghe alle (7.24) 
per le funzioni ax , poiché il dominio naturale di queste è tutto . 
6 Si ricordi l’identità, riportata nel capitolo 3: , che significa che la 
funzione esponenziale in base a > 0 è la funzione inversa di quella logaritmica nella 
stessa base. 
    . 
 
Esempio 7.23 
 Si consideri la seguente: 
   . 
 Applicando ad entrambi i membri la funzione esponenziale in base 4, quindi 
maggiore di uno, e supponendo positivi gli argomenti dei due logaritmi che 
compaiono, si ha: 
    
da cui, risolvendo la disequazione quadratica ed eliminando i logaritmi nelle altre 
due, utilizzando l’esponenziale in base tre: 
   . 
 Si risolvono ora le ultime due disequazioni del sistema: 
    . 
 Intersecando le soluzioni delle singole disequazioni, servendosi dello schema 
seguente: 
                                 -   -    -         
 
 
 
 
 
 
 
si ottiene: 
   .   
 
Esempio 7.24 
 Si consideri: 
   . 
 Affinché la funzione logaritmo sia definita, è sufficiente supporre 
(7.28)  x ≠ 0 
poiché x2  > 0 per ogni x reale non nullo. 
 Applicando ad entrambi i membri la funzione esponenziale con base , quindi 
decrescente, si ha: 
    
risultato che non contiene lo zero (quindi verifica la condizione (7.28) e quindi 
costituisce la soluzione della disequazione logaritmica assegnata. 
 
 
